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Abstract
In this paper the Lifshitz formula for the Casimir energy between two
dielectrics in zero temperature is derived using box renormalization. Al-
though there are several derivations for the force in this case in the litera-
ture, including Lifshitz’s own proof, so far there has been no unambiguous
and rigorous derivation for energy that we are aware of. Since the energy
becomes important in some cases, e.g. calculation of entropy or heat ca-
pacity, using the correct and precise definition of the Casimir energy, for
the first time, we remove all of the infinities systematically without any
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به ترتیب سرعت نور و ثابت  وcباشد، که در آنمی
شود این نیرو پلانک است. همانطور که مشاهده می
برای این پیکر بندی متناسب با عکس توان چهارم 
ک اثر کاملاً باشد. این پدیده یمی ی بین دو صفحهلهفاص
های انرژی خلأ کوانتومی است که به دلیل اُفت و خیز
آید. به بیان دیگر انرژی خلأ در کوانتومی به وجود می
باشد، حضور و عدم حضور صفحات یکسان  نمی
ی بین طوری که اختلاف این دو انرژی به فاصله
این اختلاف نسبت به صفحات بستگی دارد. مشتق 
دهد. در واقع این اختلاف به ما نیرو می aی فاصله
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انرژی، برابر با کاری است که باید صورت پذیرد تا دو 
از یکدیگر  aی نهایت آورده به فاصلهصفحه از بی
ی بالا این نیرو به علت قدرت جاذبهقرار داده شوند. 
در فواصل میکرومتری و زیر میکرومتری، در طراحی 
. [2]های میکرو مکانیکی قابل توجه خواهد بودسیستم
میلادی توسط مارکوس 8591اوُلین آزمایش در سال 
. هرچند که وی بر مشکلات [3]به ثبت رسید 1اسپارنای
ی آزمایش او همراه آزمایشگاهی فایق آمد اما نتیجه
ی کازیمیر د، با این وجود نظریهدرصدی بو001خطای 
را رد نکرد. بعد از ایشان آزمایشات متعددی برای اثبات 
اثر کازیمیر انجام شد اما به دلیل خطای بالا مورد اهمیت 
 2میلادی عمر محی الدین6991قرار نگرفتند. در سال 
ی پیش درصد موافق نظریه 99موفق به آزمایشی شد که 
 .[4]ی کازیمیر بودبینی شده
البته باید توجه داشت که رسانای کامل در طبیعت وجود 
میلادی  6591در سال  3ندارد. به همین علّت لیفشیتز
 ضخیم الکتریکی دینیروی کازیمیر را برای دو صفحه
. البته خود او جزئیات محاسبه را در [5]به دست آورد
مقاله نیاورده و تنها روش به دست آوردن فرمول را بیان 
 ست. کرده ا
اند که فرمول وی بسیاری از نویسندگان سعی کرده     
های مختلف به دست آورند، به عنوان نمونه را به روش
را ببینید. اما در هیچ یک از این منابع، ما  [ 31-6]منابع
روش سیستماتیک و خودسازگاری جهت استخراج این 
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فرمول نیافتیم. به عنوان مثال در بعضی منابع نویسندگان 
 ز تعریف انرژی کازیمیر به صورت  ا
saCmil0 0     
a
a E a E a E

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 a E0  ز ااگر منظور  که ،[8-62]انداستفاده نموده
ین تعریف با تعریف اصلی نرژی بین صفحات باشد، اا
ی صفر کل خلأ با حضور و آن که تفاضل انرژی نقطه
باشد. در ات است سازگار نمیعدم حضور صفح
نرژی بین ا a E0  اگر منظور از ) 2ی (معادله
انرژی خلأ مربوط به بین صفحات از صفحات باشد، 
شود که این معنی انرژی کل خلأ بدون صفحه کسر می
 فیزیکی خاصی ندارد. لذا طبیعی است که انتظار داشته
ابع اثر باشد. در بعضی مننهایت باشیم جواب ایشان بی
بین  این اشتباه در تعریف با سایر اشتباهات محاسباتی از
اند. در برخی رفته و در نهایت به فرمول اصلی رسیده
های مسأله نهایتمنابع دیگر برای برطرف کردن بی
ی دیگری مانند روش پراکندگی های پیچیدهروش
وه بر اختلاف ها علااند. این روشارائه نموده [7،6]مُدها
و تفاوتی که با روش معمولی و سرراست کم کردن 
امه انرژی ها دارند خود نیز دچار ابهام هستند که در اد
ی انرژی کازیمیر توضیح خواهیم داد. در محاسبه
نهایت برخورد داریم، که همواره با تفاضل دو انرژی بی
 باشد:طبیعتاً جواب آن از نظر ریاضی مبهم می
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ها مُدهای میدان کوانتومی مورد ها)0که در آن (
باشند. برای استخراج نظر در (عدم) حضور صفحات می
نهایت باید بسیار محتاط جواب فیزیکی از تفاضل دو بی
ید دقت کرد هنگامی که صفحات و دقیق عمل نمود. با
وجود دارند ما از شرایط مرزی غیربدیهی (دیریکله، 
 E .ztihsfiL3
  3
نیومن و ...) برای به دست آوردن انرژی خلأ، استفاده 
کنیم، اما برای خلأ بدون صفحه معمولاً از شرایط می
شود. این اختلاف خود ممکن ای استفاده میمرزی دوره
شود. بعنوان  است باعث ابهام در جواب نهایی مسأله
مثال فرمول مرسومی که در مقالات از آن استفاده 
 شود به شکل می
saCmil0 0     
L
a
L E a E a E
L
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است،  که هرچند در بسیاری از موارد این فرمول به 
انجامد اما در این مسأله به دلایلی که جواب صحیح می
 ماند.ذکر شد هنوز مبهم باقی می
ریم با یک روش در این مقاله ما قصد دا      
سیستماتیک و خودسازگار از تعریف اصلی و دقیق 
انرژی کازیمیر فرمول لیفشیتز را استخراج نماییم. روش 
 نهایت ها با بازبهنجارش جعبهما حذف بی
ی اساسی ما اینجا این است که با ایده [23-92]باشدمی
قرار دادن کل سیستم در یک جعبه، در هر دو حالت از 
یط مرزی استفاده شود و انتظار داریم که یک نوع شرا
ها به صورت سیستماتیک و نه نهایتدر این صورت بی
ارش أله حذف شوند. خواهیم دید که بهنجدستی از مس
دهد. ما ابتدا در  بخش انجام می جعبه این کار را برای ما
توضیح  انرژی کازمیر را با روش بازبهنجارش جعبه بعد
خواهیم دید که این انرژی به جمع  و در ادامهدهیم، می
مٌدها وابسته است. لذا با استفاده از توابع مولد مٌدها که 
آید به اثبات رابطه انرژی لیفشیتز در پیوست به دست می
با استفاده از بازبهنجارش جعبه خواهیم پرداخت. لازم 
به ذکر است هر چند فرمول لیفشیتز هم برای دمای صفر 
صفر بیان شده، مساله ای که ما در  و هم برای دمای غیر
پردازیم در دمای صفر مطلق اینجا به بررسی آن می
است، لذا از نظریه میدان کوانتومی استاندارد در دمای 
شود و کمینه انرژی کل محاسبه خواهد صفر استفاده می
 شد.
 
ی دی بررسی فرمول لیفشیتز بین دو صفحه
 الکتریک
ن فرمول لیفشیتز ابتدا در این بخش برای به دست آورد
کنیم سپس برای به روش بازبهنجارش جعبه را بیان می
دست آوردن مُدها با استفاده از حل معادلات ماکسول 
 کنیم.شرایط مرزی را اعمال می
 بازبهنجارش جعبه
همانطور که در مقدمه اشاره شد، برای کم کردن صحیح 
ور ها از یکدیگر (بهنجارش) در دو حالت حضنهایتبی
و عدم حضور صفحات ما کل دستگاه را در هر حالت 
دهیم و انرژی کل این دو در یک جعبه قرار می
کنیم. در حالت اوّل دو بندی را از یکدیگر کم میپیکر
از یکدیگر، در نقاط  aی ی موازی در فاصلهصفحه
2
a
، در خلأ قرار داده S Lعادای با اب، درون جعبه
های جعبه مساحت دیواره S).(بالا) 2اند (شکل شده
باشد. در ی آنها از هم میفاصله L(یا صفحات) و 
از یکدیگر  bپیکر بندی دوّم دو صفحه را در فاصله 
دهیم که البتّه در نهایت ای قرار میدرون جعبه مشابه
نهایت میل را به بی bبرای شرط عدم حضور صفحات
). در این بهنجارش انرژی (پایین) 2خواهیم داد (شکل 
 :[23-92]شودکازیمیر به صورت زیر تعریف می
, , mil mil saC     
L b
L b E L a E a E
 
    4    
به ترتیب انرژی  L b E, و L a E, که در آن 
 a E باشند، که اگر کل پیکربندهای اوّل و دوّم می
ی را مقدار انتظاری انرژی خلأ بین دو صفحه به فاصله
 شوند:در نظر بگیریم به صورت زیر نوشته می a
   






E a E L a E
b L
E b E L b E
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 
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باید دقت شود که در این مساله صفحات را به اندازه 
میدانها به خوبی در گیریم که کافی ضخیم در نظر می
های بیرون نتوانند به داخل آن افت کرده و میدانهای
 L) چون در نهایت 5در معادله (نفوذ کنند، همچنین 
دهیم ضخامت صفحه ها را در یل میرا به بینهایت م
ا بننوشتیم).  d L(یعنی مثلا  معادله وارد نکرده ایم
توجه به اینکه هم جنس بودن صفحات منجر به این 
شود که شرایط مرزی یکسانی روی آنها اعمال شود، می
مزیّت این روش در این است که اگر صفحات و 
شابه در نظر بگیریم، در هر دو های جعبه را مدیواره
های شبیه هم به دست ها با روشپیکربندی انرژی
آید و انتظار ما این است که جواب نهایی بعد از می















) از b( aی : در شکل بالا (پایین) دو صفحه به فاصله2 شکل
برای انرژی  .قرار دارند S Lیکدیگر درون جعبه با ابعاد
کازیمیر لازم است تفاضل انرژی کل این دو پیکربندی را به دست 
 ل دهیم.نهایت میرا به ترتیب به بی bو  Lآوریم سپس
گیری هر دو لازم به ذکر است برای اینکه در هنگام حد 







های جعبه را در و دیواره 
2
L
ایم. قرار داده 
و سپس   Lابتدا حد همچنین باید دقت شود 
 bحد 
 
گرفته خواهد شد. نیروی کازیمیر با 
به صورت زیر به دست  )4(ی گیری از رابطهمشتق
 آید:می







   
 
 مقدار انتظاری انرژی خلأ و توابع مولد مُدها
رای به دست آوردن نیروی همانطور که ذکر شد ب
تانسور  T00یکازیمیر از مشتق انرژی یعنی همان مؤلفه
ی کنیم (روش دیگر، محاسبهتکانه استفاده می –انرژی
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 که در آن
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باشد و لاگرانژین تانسور چگالی  انرژی تکانه می
 میدان الکترومغناطیس به صورت         
1 
4
 9                                   L  F F
باشد که تانسور اندازه میدان می Fاست، که در آن 
 به شکل زیر است
 
        A A F.                            01 
ک فوتون،  همان میدان ی Aمیدان کوانتومی برداری 
باشد. شکل این میدان بعد از میدان الکترومغناطیس، می











































   
شمارنده دو نوع قطبش فوتون است  sاست، که در آن 
رهای خلق و به ترتیب عملگ k as و  k as† و  
و قطبش  ks، انرژی kیفنای یک فوتون با تکانه
s 
ی با استفاده از  این میدان و معادله  باشند.می k 
 خواهیم داشت   )8(
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k
  
ی فوق برای هر یک از راستاهایی خواهد شد. در رابطه
توان جمع را که شرط مرزی غیر بدیهی اعمال نشود می






). مثلاً اگر  
مرزی غیر بدیهی داشته باشیم  شرط zتنها در راستای
و  در دو راستای عمود دیگر شرط مرزی بدیهی باشد، 
ی به فاصله zی موازی عمود بر محور مانند دو صفحه









S E a E

k   
k
  
 در این مسأله،  رای به دست آوردن بسامدهایب
ی دی الکتریک با ثابت کنیم که دو صفحهفرض می
از یکدیگر قرار  aیبه فاصله   گذردهی نسبی
اند. با حل معادلات ماکسول و اعمال شرایط گرفته
صفحات، توابع مولد مُدها را به دست مرزی روی 
خواهیم آورد. جزئیات این کار در پیوست آمده است. 
مغناطیسی عرضی و  ،  ETو MTبرای دو نوع قطبش 
توابع مولد مُدها به صورت زیر به الکتریکی عرضی، 
 آیند:دست می
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که در آن کمیتهای   و  q از رابطهی (پ.11) و 















                         
همان مُدهای مجاز  ET,MTهایباشند. ریشهمی
انرژی خلأ میدان الکترومغناطیسی در  باشند. لذامی

























توان جمع را طبق اصل ی انرژی میبرای  محاسبه
به یک انتگرال پربندی در فضای مختلط [43]آرگومان
 z g) (تبدیل نمود. اصل آرگومان برای  یک تابع  
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 نآ رد هکna و اهmbهشیر بیترت هب اه بطق و اه
عبات یاه( )zیمهتسب دنبرپ و دنشابCهیلک ی
هشیربطق و اهیم رب رد ار اهتن رد .دریگهلداعم هجی ی
























       
هطبار ردهتسب دنبرپ  قوف ییC  لکش دننام ار3  رد
یم رظن عاعش هب هریاد مین کی لماش دنبرپ نیا .میریگ
یبهمین رد تیاهنهحفص  تسار ی طلتخم ی،C ، 
 یور  طخ کی وموهوم روحم ی ,i i     هب
یم درگتعاسداپ تروصدشاب.  یراذگیاج اب لاح
هطبار( ی20هلداعم رد )( ی4 دُم یارب ًلاثم( )TM) 
تشاد میهاوخ: 
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 زا دعبدح نتفرگL  
 
  هب قوف ترابعتروص دش دهاوخ هداس ریز
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، که در آن نقاط بیان C: مسیر پربندی3شکل         
  n, ET,MT های توابع مولد ی ریشهکننده
باشند.می
ایم. برای را نیز گرفته   bکه در خط دوم آن  حد  
مطابق شکل  )22(ی حل انتگرال پربندی مختلط معادله
و  Cهمان طور که ذکر شد به  مسیر  C،  پربند 3
 شود:میشکسته یک مسیر مستقیم روی محور موهومی 
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   
        

  






                               
   
(  rبه شعاع   یک نیم دایره Cاز آنجا که 
باشد. از آنجا که اجسام نسبت ) می  eri
جسم) بطور  بسامدهای بالا (بالاتر از بسامد پلاسمای
 کنند در این حد خواهیم داشت شفاف رفتار می
  
aq.0 , ,12  
r
   e q

    
 
به روش جزء به   Cبه این ترتیب انتگرال روی مسیر 
جزء به صورت زیر محاسبه خواهد شد که جواب آن 
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       
  
       
  




   
را با استفاده  )32(ی مانده از معادلهی باقیاکنون جمله
 به صورت  ، i از تغیر متغیر مناسب


























گیری  جزء به را نیز با انتگرال )62(ی نویسیم معادلهمی
 کنیم:جزء به صورت زیر محاسبه می
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            
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        
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) 71زوج بودن انتگرالده با توجه به رابطه (که در آن از 
انرژی  ETایم. با در نظر گرفتن مُد استفاده نموده
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که در آن خواهد شد، 
به ترتیب ضرایب  rET و rMT
غتاطیسی عرضی و الکتریکی بازتاب مربوط به مُدهای م
 شوند:باشند و به صورت زیر نوشته میعرضی می
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مشتق بگیریم ) 6( ی ی فوق طبق معادلهاگر از رابطه
ی دی الکتریک حاصل،  نیروی کازیمیر  بین دو صفحه
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ول معروف لیفشیتز است که ما به این رابطه همان فرم
صورت سرراست و خودسازگار ، بدون در نظر گرفتن 
 ی پراکندگی به دست آوردیم.های پیچیدهفرض
 
 گیرینتیجه
در این مقاله ما توانستیم فرمول معروف لیفشیتز، مربوط 
ی دی الکتریک در به انرژی کازیمیر بین دو صفحه
تعریف صحیح و  دمای صفر مطلق، را  با استفاده از
دقیق انرژی کازیمیر محاسبه نماییم. جزئیات استخراج  
ی اصلی لیفشیتز نیامده است. حذف این رابطه در مقاله
ها و استخراج جواب فیزیکی متناهی در این نهایتبی
های خاصی دارد. مراجع متعددی که مسأله پیچیدگی
اند، تا جایی برای به دست آوردن جواب تلاش نموده
ما اطلاع پیدا کردیم، یا از تعریف ناصحیح انرژی  که
های اند و این اشتباه با بی دقتیکازیمیر استفاده کرده
های پیچیده و البته قابل دیگر پوشیده شده و یا روش
اند. در اکثر این موارد تأمل پراکندگی استفاده نموده
ها به صورت دستی از مسأله خارج نهایتبرخی بی
ین مقاله ما فرمول لیفشیتز را با استفاده از شود. در امی
بازبهنجارش جعبه به صورت کاملاً سیستماتیک و 
ایم. در این روش از تعریف خودسازگار به دست آورده
ها نهایتی بیدرست انرژی کازیمیر استفاده شده و همه
ی دو صفحه و های وابسته به فاصلهنهایت(اعم از بی
آن) در خلال محاسبه و نه به های مستقل از نهایتبی
)، فشار وارد 03شوند. فرمول (صورت دستی حذف می
 باشد.ی لیفشیتز میبر صفحات، همان رابطه
 تشکر و قدردانی
سندگان از دکتر سید مهدی فاضلی برای بحث ها و ینو
 کنند.های مفید ایشان تشکر میراهنمایی
 :پیوست
ماکسول و اعمال در  این پیوست، با استفاده از معادلات 
، ETو  MTشرایط مرزی مناسب توابع مولد مُدها،
های را محاسبه خواهیم نمود. بدین منظور میدان
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   
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ت ماکسول فضای آزاد روابط فوق را در  معادلا
 کنیم، که حاصل به شکلجایگذاری می
































ی اخیر روابط خواهد بود. با مشتق گیری از دو معادله
 آیدزیر به دست می
     
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 که دسته جوابهای متعامد کاملی  به صورت 
   
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 ی مورد نظر ما) متصوربرای آنها (متناسب با مسأله
ی ) در معادله4های (پ.است. با جایگذاری جواب
به  b ep p,)، معادلات نوسانگر برای توابع 3(پ..
 صورت
   




















                                                                                           
یم در عبارت بالا نشان ابه دست خواهد آمد. علامت پر
باشد. در ضمن می zی مشتق گیری نسبت به دهنده
-در نظر گرفته می   1  در فضای بین دوصفحه 
ی دیگر ماکسول همین ترتیب برای دو معادله شود. به
 خواهیم داشت r B 0 . و  r E 0 . 
   
 







0 , .                   
, . ,

























                                              
 
و فضای  1ی را ناحیهضخیم الکتریک دیاگر صفحه  
ریم، شرایط مرزی زیر را بگی 2ی بین صفحات را ناحیه
     خواهیم داشت: 
   
   
   





















r E r E
r D r D
r B r B
r B r B
                                                                                                                                            
به پیوستگی  )7(پ.ی اولین شرط مرزی معادله
در عبور از صفحات مرزی  e ex,y,s ,s
2
a
می    z
 ez s,معادل پیوستگی  ) 6(پ. ی انجامد، که از معادله
r D r Dt tn n, ,2 1   است. دومین شرط مرزی، 
 شود.در عبور از صفحات می epz,، باعث پیوستگی 
میدان الکتریکی تنها برای  zی از آنجایی که مولفه
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 : قطبش مغناطیسی عرضی.4شکل 
کنیم و تنها از حالت مغناطیسی عرضی استفاده می





























                                           e
با توجه به پیوستگی های که پیشتر توضیح داده شد، با 
اعمال شرایط مرزی در 
2
a
به معادلات زیر    z
 سیم:می
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 که در آن
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) این 9شرط وجود جواب برای دسته معادلات (پ.















      
     
  نیز خواهیم داشت: ETبه همین ترتیب برای مُد  
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